
TÜRKİYE MADENCILIK BILIMSEL 

GERİLİM ENERJİSİ BAZLİ 

ÜÇ MATEMATİK 

UFALAMA MODELİ 

TMMOB 

VE TEKNİK 5.K0NGRESI 
14 18 2/1977.dsı salonu/ankara 

MADEN MÜHENDİSLERİ ODASI 



GEBİLİM E N E R J İ S İ BAZLİ ÜÇ MATEMATİK 

UFALAMA MODELİ 

Dr. Erdoğan YÎĞÎT * 

Ö z e t : 

Ufalamada çok sözü edilen bir parametre birim yeni 

yüzey enerjisi, erg/cm? deyimidir. Bu birimin tabiatiyle 

katı maddelerin kırılması esnasında sarfedilen birim geri

lim enerjisi, erg/cm3 ile yakın alakası vardır. 
2E 

Çekme gerilmesi altında kırıldığı kabul edilen üç matema
tik modelde - ilk ikisi statik yükleme ve sonuncusu dina
mik yükleme - birim yeni yüzey enerjisi birim gerilme 
enerjisinden faydalmarak hesaplanmıştır.. 

Kalker, Kuartz, Kalsit ve Cam için literatürde bulunan 
ortalama fiziksel değerler bu üç model için bulunan for
müllerde kullanılmış olup hesaplanan birim yeni yüzey 
enerjileri deneysel ve teorik değerlerle karşılaştırılmış
lar dır. 

Modellerin hesaplanan değerleri deneysel değerlere ol
dukça yakın olup modellerin uygolamada kullanılma im
kânları olduğu ortaya çıkmaktadır. 

A b s t r a c t ; 

A parameter of interest in the theory of comminution 
is the energy absorbed per unit new surface produced, 

(*) Ege Üniversitesi, Maden Bölümü, Bornova - Izmir. 
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erg/cm2. Naturally this unit has certain relation to the 
strain energy per unit volume of the solid at fracture. Unit 
new surface energy is calculated from three mathematical 
models: the first two »ander static loading and the third 
under dynamic loading assuming fracture by tensile 
stresses. 

The average physical characteristics of Limestone, 
Quartz Calcite and Glass which are found in the literature 
are used in the formulas of these three mathematical 
models. The calculated values of the new surface energies 
from these models are compered with experimental and 
theoretical values. 

The values from these models are reasonably close to 
those from experiments consequently there is the possibility 
for application of these models in practice. 

G i r i ş : 

Halihazırda bellibaşlı üç ufalama kanunu bulunmakta
dır. Bu kanunların hepsi ilkönce Charles (1957) tarafından 
önerilen, sarfedilen enerji ile tane büyüklüğü arasındaki aşa
ğıdaki bağıntıdan çıkabilir : 

burada; 
E = nerji 
k = bir sabite 
x = tane büyüklüğü 
n = diğer bir sabite 
n'in değerini sırasıyla 1, 1,5 ve 2 aldığımız zaman yukar-

daki bağıntının entegrasyonundan yeni sırasıyla Kick, Bond 
ve Rittmger kanunlarım elde ederiz. 

E = — 2,3.k.log Kick Kanunu 
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Charles'ifi genel formülünden, çıkan bütün ufalama ka
nunlarının teorik olarak uygulamaları çok sınırlı olup bir fi
ziksel kanun dayanağından yoksundurlar. Bu kanunlardan 
yalnızca Kick kanunu bir bakıma bir fizik kanununa - Hook 
kanununa - dayanıyor kabul edilebilirki o da ileri sürüldüğü 
şekilde esaslı bir eksiğe sahiptir : 

1. Şekil benzerliği ve yükleme çeşidinin önemi belirtil
memiştir. Bu olmayınca değişik yüklemelerin yani değişik 
ufalama makinalarmm ürünleri veya aynı tip makinalarm 
fakat kapasiteleri farklı ufalama makinalarmm ürünleri .ara
sında yanlış olarak münasebet kurulmaktadır. 

2. Nihai olarak hasıl olacak kırılmanın geometrisi veya 
ufalama ürününün tane dağılımı hakkında bir açıklık yok
tur. Bu eksiklik kırılan malzemenin nihai geometrisine göre 
gerekli enerjinin, tahminini imkânsız kılmaktadır. Prensip ola
rak enerji sarfiyatı her kırılma kademesinin tane dağılımı 
verildiğinde ancak hesaplanabilir. 

üç Matematik ufalama Modeli : 

Bir malzemenin basınç veya çekme gerilmeleri altında 
parçalanması veya iki parçaya ayrılması için gerekli gerilim 
enerjisi katı malzeme hacmi başına şu şekilde verilir : (Beke 
1964) 
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burada; 
5 = Kırılma gerilmesi (basınç veya çekme), dyn/cm2 

E — Elastisite modülü, dyn/cm2 

Kırılma için gerekli gerilim enerjisi malzemeye basmç 
veya çekme gerilmesi tatbik edilmesine göre başka başka de
ğerler alacaktır. Bilindiği gibi taş gibi katı malzemede basınç 
mukavemeti çekme mukavemetinin birkaç katıdır. Bu demek-
tirki bir taş basmç gerilmesi altında kırılmak istenirse çok 
daha fazla enerjiye gerek duyulacaktır. Fakat üzerinde du
rulması gereken diğer bir husus basınç ve çekme gerilmeleri 
altında meydana gelen ufalamada malzemenin tane dağılı
mındaki farklılıktır. Basınç gerilmesi altında kırılan bir taş 
Smekal modeli (1936) denen bir kırılma düzeni gösterir ki 
düzende malzeme irili ufaklı bir çok parçaya bölünmüştür. 
Çekme gerilmesi altında kırılma halinde ise malzeme genel
likle iki parçaya bölünmektedir. 

Ufalamada karşılaşılan diğer bir gerilme dinamik geril
me denilen şok dalgaları altında hasıl olan yükleme çeşididir. 
Bu halde malzeme, yansıyan basınç dalgalarından hasıl olan 
çekme gerilmesine maruz kalıp kırılmaktadır. Dinamik yük
leme halinde malzeme statik çekme gerilmesine nisbetle tak
riben iki misli bir yüke tahammül edebilmektedir. (Reinhart 
1960). 

Aşağıdaki üç matematik modelde kırılmanın çekme ge
rilmesi altında olduğu kabul edilip birim yeni yüzey enerjisi 
ile gerilim enerjisi arasında bir bağıntı bulmaya çalışılmıştır. 
Bu yapay modellerin pratikte karşılaşılan bir ufalama işle
mini tam manasıyla temsil ettikleri tabii söylenemez. Mate
matik modellerde malzemenin ilk şekli küp olarak seçilmiş 
belli ufalama oranlarında küçük küpçüklar elde edileceği ka
bul edilmiştir. 

1. Levha Halinde Kırılma Modeli 

Model şekil - 1 de gösterilmektedir. Bu modelde D ke
narlı bir başlangıç küpünden d kenarlı küpçükler elde edil
mektedir. Bu halde R ufalama oranı D/d olmaktadır. R ufa
lama oranını sağlamak için gerekli etap sayısı 3n olup R = n 
dir. 
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e = , erg/cm3 

burada; 
= statik çekme gerilmesi 

= e.D3 

= e.D2. (D-d) 
= e.D2. (D-2d) 

en = e.D.(D4n-l)d) 

Ex = 

Yukarıdaki toplam x ekseni boyunca sarfedilen enerji 
toplamıdır, d kenarlı küpçükler elde etmek için işlemin x,y 
ve z eksenleri boyunca tekrarı gerekir. 

. erg 

Birim hacme tekabül eden enerjiyi bulmak için de yu-
karki ifadeyi küpün hacmi D3 ile bölmemiz lâzımdır. O halde: 

, erg/cm3 

Birim yeni yüzey enerjisini bulmak için ayrıca yukarki 
ifadeyi birim hacim başına üretilen yeni toplam yüzeye böl
meliyiz : 

, cm2/cm3 

, erg/cm2 

2. Yarı Yanya Kmlmß Modeli 
Bu model de şekil - 2. de gösterilmektedir. Bu modelde de 
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D kenarlı bir basınç küpünden 2 kenarlı küpçükler elde edil
diği kabul edilmiştir. Bu halde de R ufalama oranı D/d ve 
bu R ufalama oranını sağlamak için gerekli etap sayısı 3n'dir. 
Burada n = 3,3 Log R + 1 dir. 

e = , erg/cm3 

ei = e.D3 

e2 = 2.e.D2 (D/2) 

e3 = 4.e.D2 (D/4) 

Burada da yukarki modelde olduğu gibi aynı işlemler so
nucu aşağıdaki birim yeni yüzey enerjisi formülü bulunur: 

, erg/cm2 

3. BfopMnson Kinim» Modeli : 

Bu model de şekil - 3, de gösterilmektedir. Bu modelde de 
D kenarlı bir başlangıç küpünden d kenarlı küpçükler elde 
edildiği kabul edilmiştir. Bu halde de R ufalama oranı D/d 
ve bu ufalama oranını sağlamak için gerekli etap sayısı 3n 
olup R = n dir. 

Malzeme bu modelde Hopkinson kırılması denen basınç 
dalgalarının bir sınırda yansıması neticesi hasıl olan çekme 
gerilmesine maruz kalarak kırılır. Hopkinson kırılma meka-
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d= 1/2 DALGA BOYU 

ŞEKİL 4 YANSIYAN ŞOK DALGASI İLE KIRILMA 

HOPKİNSON KIRILMASI 

nizması şekil - 4. de gösterilmektedir. Bu modelde şok dal
gasının dalga boyunun nihai küpcük boyutu ile uyum yaptığı 
yani 2d olarak seçildiği ve şok dalgasının malzeme içindeki 
taşınmasında şiddetinden birşey kaybetmediği yani malzeme 
tarafından sönümlenmediği ve malzeme sınırında tamamen 
çekme gerilmesi halinde yansıdığı kabul edilmiştir. 

Bu dinamik halin gerilim enerjisi aşağıdaki şekilde ve
rilir : 

erg/cm3 

Burada; 
dinamik çekme mukavemeti 

dinamik çekme gerilmesinin statik çekme gerilmesinin 
iki katı olduğunu kabul edersek ed =4e olur. 
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Bu model için de ikinci etaptan n'inci etapa kadar ge
rekli gerilim enerjisi aşağıdaki şekilde hesaplanır : 

ex = ed.D
2.d 

e2 = ea.iy.d 

e3 = ed.D
2.d 

en = ed.D
2.d 

Ex = ed.D
3 = 4e . D3 

Burada da yukarki modellerde olduğu gibi aynı işlemler 
sonucu aşağıdaki birim yeni yüzey enerjisi formülü bulunur: 

, erg/cm2 

Çıkarılan Formüllerin Münakaşası : 

Bu üç matematik modelden çıkarılan üç formülde de or
tak unsur e.D çarpımıdırki burada e birim gerilim enerjisi ve 
D başlangıç tane büyüklüğüdür. İlk statik yükleme modeli 
için R ^ 1 ve birim yeni yüzey enerjisi sabit kabul edildiğin
de birim gerilim enerj sinin tane büyüklüğü D'ye bağlı olduğu 
görülür. Hakikatte de bu ufalama uygulamalarında bir dere
ceye kadar geçerlidir. Malzemenin boyutu küçüldükçe kırıl
ma için gerekli basınç veya çekme gerilmeleri büyüyerek bi
rim gerilim enerjisinde eksponensiyel bir çoğalma meydana 
gelmektedir. Bunun nedeni malzeme içindeki mikroçatlaklar 
gibi materyal hatalarının mevcudiyetidir. Malzemenin boyu
tu küçüldükçe bu materyal hatalarının bulunma ihtimali de
vamlı olarak azalmaktadır. Böylece kırılan malzemenin mu
kavemeti artmakta ve daha sonrası bir ufalama işlemi için 
daha fazla enerji sarfiyatı gerekmektedir. 

Bu üç modelin birbiri ile mukayesesinden bazı önemli 
noktalar ortaya çıkmaktadır : 

İlk iki statik yüklemeli modellerde iki ayrı kırılma me
kanizması sonucu birim yeni yüzey enerjisi ufalama oranı R'e 
bağlı olarak çok büyük farklılık göstermektedir. 
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Şok dalgaları altında kırılma modeli üçüncü modelde 
birim yeni yüzey enerjisi ufalama oranı ile birlikte çok de
ğişmektedir. Bunun da sebebi kırılma anında malzemenin 
yalnız bir kısmının gerilim altında bulunduğudur. 

Bu matematik modellerin değişen değerlerinden görüle
ceği üzere her çeşit gerilmelerin mevcut olduğu (basınç, 
çekme, makaslama gerilmeleri ve dinamik yüklemeler) ve 
farklı başlangıç tane büyüklükleri ve ufalama oranlarında 
çalışan kırıcılar, değirmenler ve diğer ufalama makinaları-
nın hepsinde uygulanabilecek genel bir ufalama kanunu bu
lunması çok güçtür. 

Modellerin Pratik ile Karşılaştırmaları : 

Karşılaştırmalar için Kalker, Kuartz, Kalsit ve Cam 
seçilmiş olup aşağıdaki tabloda bunların çekme mukavemet
leri ve elastisite modüllerinin ortalama değerleri ve bu de
ğerlerden faydalanılarak hesaplanmış gerilim enerjisi (e) de
ğerleri verilmiştir : 

Tablo 1 — Çeçiştli taşların çekmıe mukavemetleri, elastisite 
modülleri ve birimi gerilim enerjileri. 

Kalker Kuartz Kalsit Cam 

Çekme mukavemeti, 
§ t s dyn/cm? 0,4x10s 1,2x10« 0,6x10« 5x10« 
Elastisite Modülü, 
E dyn/cıtf 0,5x10i? 0,7x1012 0,6x10" 0,7x10« 

S?ts 
e = -, erg/cm? 1,6x103 lxlO4 3x1$ 1,8x105 

2E 

Yukarki formüllerde birim yeni yüzey enerjisinin hesap
lanmasında başlangıç tane büyüklüğü ve ufalama oranımn 
da bilinmesi gereklidir. Bunun için ufalama Hukkinin de 
(1962) yaptığı gibi üç grup altında mütalâa edilmiştir. 

Primer Kırma : Parça büyüklüğü 100 cm. 
Sekonder Kırma : Parça büyüklüğü 10 cm. 
Öğütme : Parça büyüklüğü 1 cm. 
Ayrıca bu üç grup için de makul bir değer olan 10 ufa

lama oranı kabul edilmiştir. 
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Kalker, Kuart'z, Kalsit ve Cam için hesaplanan birim ye
ni yüzey enerjileri aşağıdaki Tablolarda verilmiştir : 

Tablo 2 — Yeni yüzey enerjisi : Kalker, erg/cm? 

1. Model 

Primer Kırma 4,8 xlO4 

Sekonder Kırma 4,8 Xİ03 

Ö p t m e 4,8x10^ 

Tbalo 3 — Yeni yüzey enerjisi : 

Ï. Model 

Primer Kırma 3 x10s 

Sekonder Kırma 3 x1ü4 

Ö p t m e 3xl0 3 

Tablo 4 — Yeni yiizey enerjisi 

i. Model 

Primer Kırma 9x10* 
Sekonder Kırma 9xl(fi 
Ö p t m e 9 x1ü2 

Tablo 5 — Yeni yüzey enerjisi : 

1. Model 

Primer Kırma 5,4x10« 
Sekonder Kırma 5,4 x10s 

Ö p t m e 5,4x10* 

2. Model 

3,8x10* 
3,8 xlO3 

3,8x102 

3. Model 

3,5x10* 
3,5 x10 s 

3,5x102 

Kuar tz , erg/cm? 

2. Model 

2,4 x10s 

2,4x10* 
2,4x103 

: Kalsit, erg/ 

2. Model 

7,2x10* 
7,2x103 
7,2x102 

Camı, erg/emi1 

2. Model 

4,3x10« 
4,3x105 
4,3x10* 

3. Model 

2,2x10= 
2,2x10* 
2,2x103 

2 

3. Model 

6,6x10* 
6,6x103 
6,6x102 

i 

3. Model 

4x10« 
4x105 
4x10* 

Yukarki tablolardan görüldüğü üzere yeni yüzey ener
jileri başlangıç parça büyüklüğüne bağlı olarak değişmekte
dir. Bu durum ilk bakışta deneysel bulgulara aykırı görül
mektedir. Gerçekten bu üç ufalama grubu (Primer kırma, 
sekonder kırma ve öğütme) için aynı çekme gerilmesi hesap
lamalarda kullanılmıştır. Hakikatte bu malzemelerin, çekme 
mukavemetleri genellikle takriben 10 cm'lik numuneler kul
lanılarak elde edilmiştir. Yukarda da evvelce işaret edildiği 
üzere parça büyüklüğü küçüldükçe mikroçatlaklar gibi mal
zeme hatalarının mevcudiyeti devamlı olarak azalmaktadır. 
Böylece malzeme parça büyüklüğü küçüldükçe daha fazla da
yanıklılık kazanmaktadır. 
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Bu durum Rumpfun (1962) cam küreeikler üzerinde 
yaptığı deneylerde açıkça görülmektedir. (Tablo - 6). 

Tablo 8 — Camiin basınç nnılravemıetinin değişimi 

Parça büyüklüğü, mikron 38 95 270 
Basınç mukavemeti dyn/cm2 1,1 xlO1" 8,7x10» 5,3 x10s 

Yukardaki sebeplerden ötürü çekme mukavemetini tâ
yin için yapılan deneylerde kullanüan numune boyları ile 
uyum halinde olan sekonder kırmaya ait değerlerin deney
sel değerlerle karşılaştırılmaları mümkündür. 

Tablo 7 de sekonder kırma için bulunan değerlerin or
talamaları ve bazı deneysel ve teorik değerler toplu olarak 
görülmektedir. (Guillot, 1960). 

Tablo 7'den görüldüğü üzere matematik modellerin se
konder kırma için bulunan ortalama değerleri deneysel de
ğerlere oldukça yakındır. Teorik değerlerle ise aradaki fark
lar büyük olup bunun esas nedeni aşağıdadır : 

Ufalamada sarfedilen enerjinin hepsinin yeni yüzey 
enerjisi halinde dönüştüğü kabul edilir ki bu pratikteki uy
gulamalar için geçerli değildir. Gerilim enerjisinin esas kısmı 
ısı olarak sarfedilir ve katılacak malzeme ve kırma makina-
larının çalışan kısımlarında deformasyon enerjisi olarak 
absorbe edilir. 

Tablo 7 — Yeni yüzey enerjisi, erg/cmj2 

Deneysel Metodlar 

Fiziksel Metodlar Sekonder 
. Kırma % 

Kalorimetrik Gross ve Rnmpf ve Modelin 
Mineral Scheffimger Zimmerley Piret Scfaanert Teorik Ortalaması 

Kuartz 1x10s 5,6x10* 8,9x10» — 920 Edser 2,5x10* 
Kalsit 3,2x10* 1,3x10* 6,9x10* — 1200 7,6x10' 
Kalker — — — 9x10* 520 Martin 4.0x10s 

Cam _ _ _ _ _ Griffith 4,6 x10s 
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S o n u ç : 

Üç matematik modelin hesaplanan yeni yüzey enerjisi
nin sayısal değerleri deneysel olarak bulunan değerlere ol
dukça yakındır. Kırılma olayı her ne kadar çok fazla basit
leştirilmişle de sonuç olarak çıkan formüller çekme muka
vemeti ve elestisite modülüne dayandığından modellerin fi
ziksel dayanağı oldukça kuvvetlidir. 

Bu modellerden çıkan formüller bazı modifikasyonlardan 
sonra ufalama uygulamalarında faydalı olabileceklerdir. 
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